Rozdzial V

GRANICE FUNKCJI

§ 5.1. GRANICA LEWOSTRONNA I GRANICA PRAWOSTRONNA FUNKCJI

Moéwimy, ze liczba g jest granicq lewostronng funkcji f(x) w punkcie x=c, co zapisujemy

lim f(x)=g,

x—+c-0
jezeli dla kazdego ¢>0 mozna wskazaé taka liczbg (istnieje taka liczba) 6>0, zeby bylo
|[f(x)—g|<e dla c—d<x<c.

Definicj¢ t¢ za pomoca symboli okreslonych w rozdziale I mozemy zapisa¢ nastepujaco

(lim f)=g)=(A V A (c=b<x<o)=(f(x)-gl<e).

x—=+c—-0 £>08>0 x

Granicg lewostronna funkcji f(x) w punkcie x =0 oznaczamy symbolem lim f(x).
x=+-0

Zauwazmy, 7e na to, by granica lewostronna mogta istnieé, funkcja powinna by¢

okrelona w pewnym przedziale otwartym, ktérego prawym koricem jest ¢. Natomiast
dla x=c oraz x> ¢ funkcja moze nie byé okreslona.

Mowimy, Ze + oo jest granicq lewostronng funkcji f(x) w punkcie x=c, co zapisujemy

lim f(x)=+o0,

x=c—-0

jezeli dla kazdej liczby M>0 istnieje taka liczba 6>0, zeby bylo
Jx)>M dla c—-é<x<c.

Definicje t¢ mozemy zapisaé nastepujaco:

(lim j(x)=+o0)= (/\ V A (e— 8<x<c)=>(f(x)>M)))

x=c—0 >06>0 x
Mdéwimy, ze — o jest granicq lewostronng funkcji f(x) w punkcie x=c, co zapisujemy

lim f(x)=—o0,
x-+c—0

jezeli dla kazdej liczby M >0 istnieje taka liczba 6> 0, zeby byto

f(x)<—-M dla c-d<x<c.
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Definicj¢ t¢ mozna zapisaé nast¢pujaco:
( lim {(x)= —oo)E( AV A ((c=d<x<e)=(f(x)< —M))).

x=c— M>046>0 x
Dla prawostronnej granicy funkcji f(x) w punkcie x=c podaje si¢ definicje odpowiednio,
jak wyzej, z ta tylko zmiana, ze podane nieréwnosci maja by¢ speinione dla x zawartego
w przedziale c<x<c+d. Granicg prawostronng funkcji f(x) w punkcie x=c oznaczamy
symbolem lim f(x), a w punkcie x=0 — symbolem lim f(x).

x—c+0 x=+0
Granica lewostronna i granica prawostronna funkcji nosza wspélna nazwe granic jedno-

stronnych.

W podanych poprzednio definicjach okreslilismy granicg lewostronna i granicg prawo-
stronna funkcji f(x) w punkcie x=c w sensie Cauchy’ego. Oprécz tej definicji jest jeszcze
inna definicja granicy funkcji w sensie Heinego, mianowicie méwimy, ze liczba g (ewentu-
alnie + 00, — o0) jest granicq lewostronnq (granicq prawostronng) funkcji f(x) w punkcie x=c,
jezeli dla kazdego ciagu {x,} zbieznego do c i takiego, Ze dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢
ostra x, <c (x,>c), mamy lim f(x,) =g (ewentualnie + co albo odpowiednio — o).

R o

Przy okresleniu granicy w sensie Heinego zakladamy, ze zostala poprzednio okreslona
granica ciagu (to zatoZenie przy definicji Cauchy’ego nie jest potrzebne).

Mozna udowodnié, ze definicie Cauchy’ego i Heinego granicy (lewostronnej i prawo-
stronnej) funkcji f(x) w punkcie x=c sq réwnowazne.

Uwaga. Kazda z tych definicji ma inne zalety. Zaleta definicji Cauchy’ego jest to,
ze ta definicja obejmuje granice ciagu (jezeli ciag rozumie¢ jako funkcj¢ zmiennej natu-
ralnej), natomiast zaleta definicji Heinego jest to, ze daje si¢ ona latwiej przenosi¢ w przy-
padkach uogdlnien funkcji — tzn. operacji, dystrybucji itp.

§ 5.2. INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA GRANIC JEDNOSTRONNYCH

Zapis lim f(x)=g geometrycznie oznacza (rys. 5.1), ze jakikolwiek wezmiemy waski

x—+a—0
pasek
¢)) g—e<y<g-+te,
to musi istnieé takie otoczenie lewostronne punktu x=a(*), czyli taki przedzial
)] a—-h<x<a, -gdzie h>0,

ze caly wykres funkcji dla x z przedziatu (2) znajduje si¢ w pasku (1).
Zapis lim f(x)=+ co geometrycznie oznacza (rys. 5.2), ze dla kazdej prostej y=M

x—a—0

istnieje taki przedziat (a—h, a), gdzie h>0, ze caly wykres funkcji odpowiadajacej temu

(Y) Ogdlnie otoczeniem punktu x=a o promieniu h>>0 nazywamy przedzial otwarty
a—h<x<a-+h.
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Y=g+&

g-¢

P

0 -h x 0 ah a x

Rys. 5.1 Rys. 5.2

przedzialowi znajduje si¢ ponad prosta y=M. Z tego wynika, ze prosta x=a jest tzw.

asymptotq pionowq krzywej y=f(x), gdy y—oo (por. str. 194).
Analogiczng interpretacj¢ geometryczna ma granica prawostronna funkcji.

§ 5.3. GRANICA FUNKCJI

Moéwimy, Ze liczba g jest granicq funkcji f(x) w punkcie X=c¢, co zapisujemy
¢)) limf(x)=g,

jezeli istnieja granice lewostronna i prawostronna w punkcie x=c i obie s3 réwne liczbie g
tzn. jeZeli

A
y
lim f(x)= lim f(x)=g. g+E
mem roc AN
Feo o g_g ‘\\\\\\\\\\E\\\\\
Méwimy, ze liczba g jest granicq fumkcji f(x) przy :
X—+ 00, cO zapisujemy :
|
@ lim f(x)=g, ! "
x—+ o 0 N XV
jezeli dla dowolnie obrane;j liczby ¢> 0 istnieje taka liczba Rys. 5.3

N >0, zeby bylo |f(x)—g|<e dla kazdej wartosci x> N,

Zapis (2) geometrycznie oznacza (rys. 5.3), ze jakkolwiek jest waski pasek g—e<y<g+e,
to istnieje taka prosta x=N, Ze caly wykres funkcji y=f(x) na prawo od prostej x=N
znajduje si¢ wewnatrz tego paska. Z tego wynika, Ze prosta y =g jest tzw. asymptotq poziomq
krzywej y=f(x), gdy x— + 0.

Moéwimy, Ze liczba g jest granicq funkcji f(x) przy x——o0, co zapisujemy
3 lim f(x)=g,

X =00
jezeli dla dowolnie obranej liczby &> 0 istnieje taka liczba K>0, zeby bylo |f(x)—gl<e
dla kazdej wartosci x < — K.
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Méwimy, ze funkcja f(x) dqzy do + oo przy x—»+ 00, co zapisujemy

@) lim f(x)= 4+,
x=++w
jezeli dla dowolnie obranej liczby M >0 istnieje taka liczba K>0, zeby bylo f(X)>M
dla kazdej wartosci x> K.
Moéwimy, ze funkcja f(x) dazy do — oo przy x—+ o0, co zapisujemy

(5 lim f(x)=—c0,
x>+ —M
jezeli dla dowolnie obranej liczby M >0 istnieje taka liczba K>0, Zzeby byto f(x)<M
dla kazdej wartosci x >—K.

Podobnie okreslamy Efanice

(6) lim f(x)=+o oraz lim f(x)=—o0.

X = 00 X — 00
Zachodza nastepujace twierdzenia o granicach:

Jezeli istniejq granice lim f(x) oraz lim g(x), to

(5.3.1) lim (f(x) £ g(x))=limf(x) +lim g(x),
(5.3.2) lim(f(x)* g(x))=limf(x)-lim g(x),
lim f(x)
(5.3.3) lim L(f—)— = pod warunkiem, ze limg(x)#0.
x~c 8(x) limg(x) x-c

x—=c

Analogiczne twierdzenia zachodza dla granic lewostronnych i prawostronnych. Zapis
twierdzen dla granic lewostronnych otrzymamy z zapisu podanych twierdzen zastgpujac
symbol x—c symbolem x—c—0, a dla granic prawostronnych zastgpujac symbol x—c¢
symbolem x—c+0. '

§ 5.4. CIAGEOSC FUNKCJI

Funkcjg f(x) nazywamy funkcjq ciagta w punkcie x=c, jezeli istnieje granica lim f(x)
x—c
i jezeli granica ta réwna si¢ f(c).

Zachodza nastepujace twierdzenia dotyczace ciagtosci funkcji:
(5.4.1)  Suma dwéch funkcji ciaglych w punkcie x=c jest funkcjq ciqgle w tym punkcie,
(5.4.2) Hoczyn dwéch funkcji ciqglych w punkcie x=c jest funkcja ciqgtq w rym punkcie,

(5.4.3)  Iloraz dwéch funkcji cigglych w punkcie x=c takim, ze dzielnik jest réiny od zera,
jest funkcjq ciqgtq w tym punkcie.
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(5.4.9)  Jezeli funkcja zlozona (superponowana) f (g (x)) jest okreslona w pewnym otoczeniu
punktu x=x,, funkcja g(x) jest ciggla w punkcie X=X, a funkcja f (u) jest ciqgla w punkcic
u=uy, gdzie uy=g(x,), to funkcja zlozona f (g(x)) Jest ciggla w punkcie x=x,.

Ciaglo$¢ najwazniejszych funkcji:

(54.5) Wielomian

a,X"+a,_; x" " '+...+a;x+a,
Jest funkcja ciagla dla wszystkich wartosci x.
(5.4.6)  Funkcja wymierna

a,x"+a,_x"" 4. +a,
by X" +bp (X" 4. + b,

jest funkgja ciagla-dla tych wartosci x, przy ktdrych mianownik jest rézny od zera.

(54.7)  Funkcja potegowa x°, gdzie a jest to stata dowolna, jest okreslona i ciagla dla
wartosci x> 0.

(5.4.8)  Funkcja wykiadnicza

X

a*, gdzie a>0,

jest ciggla dla wszystkich wartosci x.

(5.4.9)  Funkcja logarytmiczna
log,x, gdzie a>0i a#l,

Jest ciagta dla wartosci x> 0.
(5.4.10)  Funkcje trygonometryczne sa ciagte:
1° sin x i cos x dla wszystkich wartosci X,
2° tgx dla x#3(2k+Dr, gdzie k jest dowolna liczba catkowita,
3° ctg x dla x#kn, gdzie k jest dowolna liczba catkowita.
(5.4.11)  Funkcje kolowe (cyklometryczne) sa ciagte:
1° arcsin x i arccos x dla —-1<x<1,
2° arctg x i arcctg x dla wszystkich wartosci x.
(5.4.12)  Funkcje hiperboliczne sa ciagte:

e*— -X ex -Xx ex -X
1° sinhx= » coshx= , tghx= o dla wszystkich wartosci x,
e*+e
ex+e—x
2° ctghx= > dla x#0.
e*—e

(5.4.13)  Funkcje area(*) (odwrotne wzgledem funkcji hiperbolicznych) sa ciagle:

(*) Stowo area oznacza pole.
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1° arsinh x=In (x+ J x2+1) dla wszystkich wartosci x,
2° arcosh x=In (x+v/x2—1) dla x>1,

1+
3° artghx=}lnl————z dla —1<x<1,
1
4° arctghx=‘}ln:—+1 dla x<—1 oraz dla x>1.

ZADANIE 5.1. Obliczyé granice funkcji
f(x)=

x-—1
x242
w punkcie x=2.
Rozwiazanie. Funkcja badana jest funkcja wymierna, ktorej mianownik jest rézny
od zera, a wiec funkcja ta w punkcie x=2 jest ciagta. Z tego wynika, Ze lim f(x) istnieje

x—2
i réowna sie
2—-1 1
DN=——=—
e 442 6’
czyli
i x—-1 1
im =—
x2X>+2 6

ZADANIE 5.2. Wyznaczy¢ granicg funkcji
3x%—5x—2
FO= 55
w punkcie x=2.

Rozwiazanie. Latwo zauwazy¢, ze dla x=2 zaréwno mianownik, jak i licznik funkgcji
f(x) réwnaja si¢ zeru, a wiec funkcja f(x) w punkcie x=2 nie jest okre§lona. Chcemy
znaleZé jej granice w tym punkcie.

Licznik i mianownik wyrazenia utamkowego f (x) sa wielomianami, ktére przy x=2
sa réwne zeru, a wigc zaréwno licznik, jak i mianownik maja dzielnik x—2. Aby czynnik
ten wydzieli¢ w liczniku, sprowadzamy licznik do postaci iloczynowej wedtug wzoru(*)

ax>+bx+c=a(x—x,)(x—x3),

gdzie x, réwna si¢ 2, a x, znajdujemy ze wzoru x; +Xx, = —b alub ze wzoru x, -x,=c/a;
otrzymujemy
3x2=5x—2=3(x—2)(x+3).
Mianownik po wyciagnigciu 5 przed nawias jest réznica kwadratow, a wigc mozemy
go przedstawi¢ jako iloczyn réznicy przez sumg:
5x2—20=5(x2—4)=5(x—2)(x+2).

(*) Trojmian kwadratowy mozna wyrazi¢ w postaci iloczynu czynnikéw rzeczywistych pierwszego
stopnia tylko wtedy, gdy wyr6znik tr6jmianu 4 =b%*—4ac jest nieujemny
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Napiszemy funkcje f(x) w postaci iloczynu dwéch utamkéw:
3(x+3) x-2
IO=50 7=
Pierwszy czynnik
3(x+%)
5(x+2)

funkcji £ (x) jest funkcja wymierna, ciagla dla x=2, poniewaz mianownik jego w tym pun-
kcie jest rézny od zera, a wigc lim ¢(x) istnieje i réwna si¢

x—2
30+ 7
"’(2)_5(2+2)‘Z)'

p(x)=

Drugi czynnik
x—2

g(x)=xT2

funkcji f(x) réwna si¢ | dla x#2, a dla =2 nie Jest zdefiniowany; w mys! wiec definicji
granicy lim g(x) istnieje i réwna sie 1.

x—=2
Na podstawie twierdzenia o granicy iloczynu mamy
. 3x*=5x-2 7 7
lim —— = 1=_
x-2 3x*=20 20 20
ZADANEE 5.3. Obliczyé granice funkcji
2x% 4250

= s

W punkcie x = —35.

Rozwiazanie. Dla x= —5 licznik i mianownik wyrazenia utamkowego f(x) réwnaja
si¢ zeru. Chcemy wydzieli¢ czynnik x +5. W tym celu do licznika zastosujemy wzér

a’+b*=(a+b)(a®>—ab +b?).
Mamy wigc
2x® 4250 =2 (x> +125) =2 (x +5) (x* — 5x +25).

Mianownik tez sprowadzamy do postaci iloczynowej
x*+4x—5=(x—1)(x +5).
Mozemy wigc funkcje f(x) przedstawié w postaci iloczynu dwéch utamkéw

2(x2—5x+25).x+5

=5

Pierwszy czynnik

2(x2—5x+25)
o)y= —— —~
x=1\
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funkcji f (x) jest funkcja ciagla w punkcie x= —5, a wigc granica lim @(x) istnieje i réw-
s

x> -
na sie
2(254+25+25)

9(=9)=—5—

=-25;

drugi za$ czynnik réwna si¢ 1 dla x# —35, a wigc

+5
lim 221,
x--5 X+5
czyli ostatecznie
2x*+250 ’s
im —————=—25.
x—-5 xz +4x - 5
ZADANIE 5.4, Obliczyé granice funkcji:
1 1 1

w punkcie x=0.

Rozwiazanie. Wprost z definicji (w § 5.1) wida¢, ze: lim 1/x= + oo, gdyz dla do-

x=++0
wolnego M >0 mozna dobra¢ 6=1/M i wéwczas bedzie 1/x>M dla 0<x<J; dla M
za$ ujemnego warto$é¢  moze byé dowolna liczba dodatnia; lim 1/x= — oo, gdyz dla do-

. x--0
wolnego M >0 mozna wziaé¢ 6= —1/M, dla M za$ dodatniego warto$§¢ 6 moze by¢ do-
wolng liczba dodatnia.

Podobnie latwo wykazacd, ze

1 1 . 1 . 1
lim —= +o00, lim —=+o00, lim = +o0, lim = —o0.
x—++0X x->=-0X x=>+0X x=»=-0X

Okreslamy funkcje [x] entier(') x jako najwigksza liczbg catkowita N spelniajaca wa-
runek N<x. Na przyktad

[31=t. [1=2. [6=3. [-3]=-1. [-n]=-4.
ZADANIE 5‘5f Obliczyé granice funkcji [x] w punkcie x=3.

Rozwiazanie. Latwo zauwazyé wprost z definicji granicy, ze lim [x]=3, gdyz
x-+34+0

dla 3<x<4 jest [x]=3, natomiast lim [x]=2, poniewaz dla 2<x <3 jest [x]=2. A wigc
x-3-0

granica funkcji [x] w punkcie x=3 nie istnieje. Uogdlniajac to, mozemy wypowiedzie¢
twierdz enie:

(') Z francuskiego entier — catkowity.
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(5.414)  Funkcja [x] jest okreslona dla wszystkich x, nieciggla dla x catkowitych,
ciggla dla x pozostalych (rys. 5.4).

A -

Rys. 54

ZADANIE 5.6. Obliczyé granice funkcji

inb
=" gdzie c0,
cXx

w punkcie x=0.

Rozwigzanie. Przy x=0 zaréwno licznik, jak i mianownik wyraZenia ulamkowego

S (x) staja si¢ réwne zeru. Znalezienie granicy danego wyrazenia opiera¢ si¢ bedzie na na-
stgpujacym podstawowym wzorze z teorii granic:
sin x

(5.4.15) lim
x=0 X

. sin bx
Gdy x—0, to rowniez bx—0 oraz

—1.Poniewaz w mianowniku rozwazanego

przykltadu brak czynnika b, mnozymy licznik i mianownik przez b i otrzymujemy

asinbx_ab sin bx Aab ) _ab

cx ¢ bx c c

, gy x-0.

ZADANIE 5.7. Obliczyé

. 10x

lim
x=0 tg Sx
Rozwiazanie. Poniewaz licznik i mianownik dla x=0 staja sie rowne zeru, prze-
ksztalcamy powyZsze wyrazenie w sposéb nastepujacy:
10x 10xcos3x 10 3x

= =— cos 3x.
tg3x  smndx 3 sindx OF

3
Gdy x—0, to S,—;-al, cos 3x—cos (3-0)=cos 0=1('), wigc poszukiwana granica
mnoasx

: 4 10
jest réwna 32.

(*) cos 3x jest funkcja zlozona, ciagla dla wszystkich wartosci x (patrz twierdzenie (5.4.4)), gdyz
cos u jest funkcja ciagla dla kazdego u oraz 3x jest funkcja ciagla dla kazdego x.
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ZADANEE 5.8. Obliczyé lim f(x), gdzie

X440

FO)=\x(x—Vx*—1).

83

Rozwiazanie. MnozZac i dzielac f(x) przez J x+v/x2—1 otrzymujemy

f(x)=\/x[xz—(x2—l)]= Jx
Vx+/x2-1 \/x-i-\/m.

Nastepnie dzielac licznik i mianownik przez ,/x otrzymujemy (*)

1
X)) .

1

1 -

+ 2

Wreszcie

lim £ () =~ =
x)= —=—.
o (141 V2

ZADANIE 5.9. Obliczy¢ granicg funkcji

1
1-x2

f(x)=
w punkcie x=1.

Rozwiazanie. W punkcie x=1 dana funkcja nie jest okre§lona
nasza funkcje w postaci iloczynu dwéch utamkéw:

Pierwszy czynnik

1 _ 1
—1l4x 2

Drugi czynnik
h(x)=—

—_—= 400, lim —=-00.
x+1-01—Xx x-1+0l—x

() Otrzymujemy wyrazenie, ktore jest funkcja zlozona, ciagla dla x>1.

. Przedstawiamy
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Ostatecznie otrzymujemy

lim 5= +00, lim

5= —00.
x»1-01—Xx x=1+01—x

ZADANIE 5.10. Obliczyé granice wielomianu
w(x)=2x>—10x>+15x—18,
gdy x——o00 i gdy x— + 0.

Rozwigzanie. Wylaczamy 2x3 przed nawias:

5 15 9
w(;c)=2x3 (1 —? +2—x§ —x—3> .

Zauwazmy, Ze

3
x++0 X x-++m2X x=++ew X

5 15 9 5 15 9
lim (1— —+———3)=1—- lim —+ lim — - lim <=1,
x
gdyz trzy granice utamkéw, jak latwo zauwazyé, réwnaja sie zeru. Natomiast, jak widaé
wprost z definicji w § 5.3, mamy
lim x*= + oo, wystarczy bowiem przyjaé K=max (1, M)(*),

x=+ o0

lim x*= — oo, wystarczy bowiem przyjaé K=min(—1, M)(®),

X =00

a wiec ostatecznie

lim w(x)=+o0, lim w(x)=—o00.
x=+ 00 x>+ o0

Uogdlniajac, mozemy wypowiedzieé twierdzenie:
(5.4.16) Gdy x— +’oo, to wielomian w(x) stopnia nieparzystego wzgledem x dqzy do
nieskoriczonosci z takim znakiem, jaki ma wspélczynnik przy najwyiszej potegdze zmiennej x,

a gdy x——o0, to tenie wielomian w(x) dazy do niéskorczonosci ze znakiem przeciwnym
do znaku wspdiczynnika przy najwyiszej potedze zmiennej x.

ZADANIE 5.11. Obliczy¢ granice wielomianu
w(x)=—3x*+5x3-2x>—x +15,
gdy x—+ 00 i gdy x— — 0.
Rozwiazanie. Postgpujac jak wyzej stwierdzamy, ze granica wielomianu w(x) za-

réwno przy x—+ 0, jak i przy x— — oo zalezy jedynie od granicy wyrazenia —3x*. Po-

(*) Symbol max (a, b) oznacza wigksza z liczb a i b, gdy sa nieréwne, a w przypadku a=5 przyjmu-
jemy max (a, b)=a=b.

(®») Symbol min(a, b) oznacza mniejsza z liczb a i b, gdy sa nierdbwne, a w przypadku a=»5
przyimujemy min (a,b)=a=>s.
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niewaz, jak latwo okazaé:

lim (-3x*=-o0, lim (-3x*)=—-o00,
X= =00 x=>+ oo
wiec
lim w(x)=—o00, lim w(x)=—00.
x— -0 x=+oo

Uogoélniajac mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie:

(5.417) Wielomian w(x) stopnia parzystego wzgledem zmiennej x zaréwno przy
x——00, jak i przy x—+ oo dqiy do nieskoriczonosci tego samego znaku co znak wspél-
czynnika przy najwyziszej potedze zmiennej x.

ZADANIE 5.12. Wyznaczy¢ granice funkcji
fx)=e'*

w punkcie x =0.

Rozwigzanie. Przy wyznaczaniu prawostronnej i lewostronnej granicy danej funkcji
korzystamy z nastepujacych wzoréw dotyczacych funkeji wykladnicze;j:

lim a*= +o0, lim a*=0 dla a>1,
x—+ 00 X+ =00
(5.4.18)
lim a*=0, lim a*=+0 dla 0O<a<l.
x-*+o X =

Opierajac si¢ na powyzszych wzorach oraz korzystajac z wynikéw zadania 5.4 otrzy-
mujemy:
lim e!*=+00, lim e'*=0.
x—=+0 x—+=0

ZADANIE 5.13. Obliczyé granice funkcji e'*~*? w punkcie x=1.

Rozwiazanie. Opierajac si¢ na wzorach (5.4.18) oraz na wynikach zadania 5.9
otrzymujemy
1 1
lim e =0, lim ¢! *=+4o.
x—=+1+0 x=+1-0

ZADANIE 5.14. Znalezé granice warto$ci L obwodu wielokata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu R, gdy ilo§¢ beckéw dazy do nieskoriczonosci.

Rozwiazanie. Dlugo$é obwodu foremnego wielokata o n bokach (rys. 5.5):

. T . =
L,=n-2+Rsin —=2Rnsin—.
n n

Graniczna warto$é obwodu: n
sin —
2 n

L=1lim L,= lim 2Rnsin — = lim 2Rz

B+ n— n  pow

=2nR.
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ZADANEE 5.15. Rozwazmy ciag wielokatéw foremnych wpisanych w okrag o promie-
niu R, gdy ilo§¢ bokéw wielokata dazy do nieskoriczonosci. Znalezé granice S pdl tych
wielokatéw.

Rozwiazanie. Podzielmy wielokat na tréjkaty (rys. 5.5). Przez h oznaczmy wysokosé
tréjkata, a przez n iloé¢ bokéw wielokata. Z tréjkata OCA otrzymujemy

n
h=Rcos—, CA=Rsin1.
n n

A

Yy
%

4]
4]
(-7} oy

0 Xo Xy X Xy e
Rys. 5.5 Rys. 5.6

Pole powierzchni wielokata foremnego o n bokach wynosi

. n T . n T
S,=n-%:2Rsin —-chs-—=R2nsm —cos —,
n n n n
Graniczna warto$¢ pola:

R
sin—
. . .om T n n
S=lim S, = lim R*n sin —cos —= lim ©R? cos —,
R0 R n B asw T n
n

KoZi:tajqc ze wzoru (5.4.15) otrzymujemy S=nR2.

ANIE 5.16. Pitka odbija si¢ od plaszczyzny poziomej w punkcie Py(x,) pod katem
o z predkoscia poczatkowa v,, opada i ponownie odbija si¢ kolejno: w punkcie Pi(x,)
pod katem o, z predkoscia v, w punkcie P,(x,) pod katem a, z predkoscia v, ..., w pun-
cie P,(x,) pod katem a, z predkoscia v,. Przy kazdym odbiciu czes¢ energii kinetycznej
zostaje stracona, wskutek czego predkosci pitki w momentach odbicia maleja.
Zakladajac, ze

Q=03 =0r=...=0,=...=0
oraz

Uy by Uns1

L N T

Vo Uy Up

obliczy¢ odleglo$¢ d, na jaka pitka odskoczy od punktu Py(x,) (rys. 5.6).

Rozwigzanie. Jezeli predko$é pitki odskakujacej pod katem & wynosi o, to skladowa
pozioma predkoéci jest v,=vcosa, a skladowa pionowa v,=vsin a. Czas wznoszenia
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W tym czasie pitka odskoczy w kierunku poziomym na odlegtos¢

vsina v’sin2a

X=v,t=vCoSQ —
g

Mamy wigc

3 sin 20 v? sin 20 vZsin 2«
Xy —Xo= , X=X = ’ ceey Xp41—Xp= ’
g 4 g

Trzeba zsumowac szereg

sin 2a
d= . @i +vi4. 02 +.0).

Podstawiajac
= =2 =c"
Vy=Cly, UV3=CVg, ..., U,=C0p,

otrzymujemy
2 .
vg sin 2a
d=-2 QA+ +c*+ .+ +..),
g

co przy 0<c<1 daje
d_v%sinZaz 1

g 1-¢%°

ZADANIE 5.17. Bryla sklada sig¢ ze stosu walcéw lezacych kolejno jeden na drugim
i majacych wspélng o$. Dolny walec ma promiefi 7=10 cm i wysoko$é h=1 cm, a promien
i wysoko$é kazdego nastepnego walca sa dwa razy mniejsze od promienia i wysokosci
walca poprzedzajacego. Obliczy¢ wysokosé i objetos¢ bryly, gdy ilos¢ walcow nieskonczenie
wzrasta.

Rozwiazanie. Gdyby bylo n walcéw, to suma ich wysokosci wynositaby

1
h h h 2" 1
H=h+—+—+...+——=h =2h(1-=—
gt 2! L ( 2”)’
2
a suma obj¢tosci wynositaby
y 2h+1tr2h nr2h+ nrh
=mr —_— ===
" 8 82 g1
1
8

1 1 1 " 8 1
=7U'2h(1 +—8-+§§++ST_-T)=Ir2h =—,-7—1tr2h(1—§),
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Gdy n— o0, mamy

1 8 1 8
H=limH,= Iim2h(1-—;‘->=2h, V=IlimV,= lim——nrzh(l—-—)=71tr2h.

8n
n— o n-o n—wo n—co

ZADANIE 5.18. Dany jest odcinek a, i kat ostry a. Na plaszczyznie dane sa we wspol-
rz¢dnych biegunowych punkty:

Ao(9=0, p=a), A,(p=a, p= acosqa), ..., A,(p=nx, p=acosa),...

Obliczy¢ granicg dlugosci linii tamanej 404, A4, ... A, ... (rys. 5.7).

Rys. 5.7

Rozwiqzani;.\()bliczmy kolejno boki tamanej:
AgA =agsina, A;A,=a,sina=aycosasina, ...,
A,_iA,=agcos”asina,

Trzeba znaleZé sume szeregu

o] (-]
L= Y acos"asina, czyli L=asina} cos"a.
n=0 n=0
Poniewaz
ke 1
Y cos"a = ,
n=0 1—cosa
wigc
asino
=——— skad L=actgla.
1—cosa’ & g
Zadania

Obliczy¢ nastgpujace granice (zad. 5.19 - 5.53):

214 21

519, lim> 1=, 5.20. lim >
x—-2 x+2 x—2 x_2
4x*—-1 3-8

521, lim — - 5.22. lim >

.

x—v—.!- 2x+1 ) x—=2 x-—-2



27—
523, im> =
x—3 x—3
2
5.25. lim >
x=-1 x 1
527, fim %28
aa X2 —9x+20"
3x2+45x-2
5.29. lim X ox-

xm—28x2 +9x+2°

5.31. lim
x-3 x“=9

(x=3) (=)

Zadania

2
-4
524, lim 3

x—=3 2x-6 :

2
5.26. lim —T2_
x==-2X +32

3
x3+125
5.28. i
1258 m ST 50"

5
-1
5.30. lim>

x—=1 X—l

5.32. lim

x-0 X

Wskazéwka. W zadaniu 5.32 polozyé 1 +mx=1¢3.

5.33. lim >
x=1 X —
Jx=5
534, li
=25

Vxt41-1

5.36. lim

x+0/x2 4255

4x
5.38. lim .
x=-0 3 sin 2x

5.40. lim S0

x-4n X

t.
542, lim2>,
x-0 4x

Wskazowka. W zadaniu 5.43 zastosowaé wzdr sin x=sin (x—x).

. sin2x
544. lim— .
x-08in 3x

1+cosx
5.46. lim
x- % sm X

ltg(x 1)|
5.48. al‘_’1 - 1)2 .

-1
, n — liczba naturalna.

5.35. lim

537, lim sm3x.
x-0 4x

539. lim “°F.

x40 X

5.41. lim %
x-+4r X — 31[

543, lim——>
x-8 Sln 1tx

tg2x
5.45. lim 22>

x=0 gx

547. lim

ct,
5.49. lim —o8*,

x=0 X

Wskazéwka. W zadaniu 5.49 polozy¢ arctg x=a.

\/3 1+mx—1

Vxi4+1—-x+1

x>0 1—+/x+1

COS X —COS 41l:
x-3n SIN X —Sin 3%

89
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arcsin (1 —2x) .
a1 5.51. lim+/1+sinx.

x=0

5.50. lim

x=4
Wskazéwka. W zadaniu 5.50 polozy¢ arcsin (1 —2x)=a.

1 n

552, lim(1—3x%)*. 5.53. lim(l+kx)*.

x-0 x=0
Zbadac¢ ciaglo$¢ nastgpujacych funkgeji (zad. 5.54 - 5.60):

x2=25

554. f()=—= dla x#-5 i f(~5)=-10.

X+

5.55. f(x)=—= dla x#0 i f(0)=1.
b

5.56. f(x)=%’f dla x#0 i f(0)=1.
2 3
557, f(x)=x +—. 5.58. f(x)=>—> .
x |x—1|
5.59. f(x)=x—[x]. 5.60. f(x)=[x]+[—x].

W zadaniach 5.61 - 5.63 okresli¢ funkcje f (x) w punkcie x =0 tak, aby byla ona ciagla:

Vi+x—1
. .

5.61. f(x)= 5.62. f(x)=xsin ;

. 2
5.63. f(x)= — >

1—cosx

Znalez¢ granice lewostronng i granicg prawostronna nastgpujacych funkcji (zad. 5.64 -
5.75):

x[b ) b[x .
5.64. — | — w punkcie x=0. 5.65. —| — w punkcie x=0.
aLx x| a
1 -
e*—1 . 1
5.66. w punkcie x=0. 5.67. ¢ w punkcie x=1.
e*+1
: x
5.68. xe* w punkcie x=0. 5.69. —— w punkcie x=1.

2x+e"_'—1



5.70. —f—l w punkcie x=0.
14+&

1
§5.71. 2** w punkcie x=a.

1

2*+3
5.72. 1+ w punkcie x=0.
342
.1
xsin — dla —o0<x<0,
x w punkcie x=0
5.73. f(x)= . P :
sin— dla 0<x<o0
P
5.74. f(x)= w punkcie x=0.
sin x
b b—
8.75. -2+——f arctg—a— w punkcie x=a.
2 R x—a

5.76. Znale#é graniczna warto§é pierwiastkéw réwnania kwadratowego ax®>+bx+c=0
(b#£0) przy a—0.

5.77. Dane sa trzy prostokaty o jednakowych podstawach réwnych 1 m i o wyso-
kosciach odpowiednio réwnych 3, 2 i 1 m ustawione w odlegtoéci 1 m od siebie (rys. 5.8).
Zakladajac, Ze x zmienia si¢ W sposéb ciagly, wyrazié¢ zakreflone pole jako funkcje x.
Czy funkcja ta bedzie ciagla?

in

Rys. 5.8

5.78. Wierzcholek B tréjkata ABC porusza si¢ po prostej BE réwnoleglej do prostej AC
oddalajac sie nieograniczenie w prawo. Zbada, jak si¢ beda zmienialy boki tréjkata,
katy wewnetrzne i kat zewnetrzny BCD.

5.79. Niech p oznacza strzatke luku opartego na kacie Srodkowym ¢, p, natomiast
oznacza strzalke luku opartego na kacie srodkowym }¢. Obliczy¢ granice stosunku strzatek

plpy, gdy ¢—0.
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5.80. W kole poprowadzono ci¢ciwg 4B. Punkty A4 i B polaczono ze $rodkiem C tuku
AB. Przez punkty A4 i B poprowadzono nastgpnie styczne do kola przecinajace si¢ w punkcie
D. Obliczy¢ granicg stosunku pol tréjkatéw ABC i ABD, gdy kat srodkowy oparty na tuku
AB dazy do 0.

5.81. Niech funkcja f(¢f) bedzie réwna ilosci stanéw skupienia zwiazku H,O (16d,
woda, para) w temperaturze ¢ pod ci$nieniem 1 atm. Znalez¢ granice lewostronng i granice
prawostronng funkcji w temperaturze t=0° oraz warto$¢ funkcji dla t=0°. Czy funkcja
w punkcie #=0° jest ciagla?



